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❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r✳ ❋♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡ ♣❛rt✱ ✇❡ ♦♥❧② ❡♠♣❧♦② ✐♥t❡r✲
♥❛❧ ✈❛❧✉❡s✱ ✐✳❡✳ ♠❡❛♥✲✈❛❧✉❡s ♦♥ t❤❡ ❝❡❧❧s✱ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤❡r❡❛s ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ ❡♥❢♦r❝❡
t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
❚❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ❛ ♥❡✇ ❝❧❛ss ♦❢ ✜♥✐t❡ ✈♦❧✉♠❡ s❝❤❡♠❡s ❢♦r st❡❛❞②✲
st❛t❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛❜❧❡ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ s✐①t❤✲♦r❞❡r ❛❝❝✉r❛❝② ✐♥
s♣❛❝❡✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡ t♦ ❞❡t❛✐❧ t❤❡
s❝❤❡♠❡ ✇✐t❤ s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥
✷
✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ Ω :✏ s0, 1r ✇✐t❤ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
✁ ♣au✶q✶   ♣vuq✶ ✏ f ♦♥ Ω
u♣0q ✏ u❧❢, u♣1q ✏ ur❣,
✇❤❡r❡ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t a ❛♥❞ v ❛r❡ r❡❣✉❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ Ω ✇✐t❤ a♣xq ➙ α → 0
❢♦r ❛❧❧ x P Ω ✇❤✐❧❡ f r❡♣r❡s❡♥ts ❛ r❡❣✉❧❛r s♦✉r❝❡ t❡r♠✳ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❢♦r t✇♦✲
❛♥❞ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❣❡♦♠❡tr✐❡s ✐s ✉♥❞❡r st✉❞②✳
❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ s❡❝t✐♦♥ r❡❝❛❧❧s t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧
✜♥✐t❡ ✈♦❧✉♠❡ s❝❤❡♠❡ ❢♦r ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✭♥❛♠❡❧② t❤❡ P❛t❛♥❦❛r
♠❡t❤♦❞✮✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ s❡✈❡r❛❧ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ✐♥ s❡❝t✐♦♥
t❤r❡❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❢♦✉rt❤ s❡❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤✲♦r❞❡r ✜♥✐t❡ ✈♦❧✉♠❡
s❝❤❡♠❡s✳ ❚❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t❡sts t♦ s❤♦✇ t❤❡ s❝❤❡♠❡
❝❛♣❛❝✐t② t♦ ♣r♦✈✐❞❡ s✐①t❤✲♦r❞❡r ❛❝❝✉r❛❝② ❜♦t❤ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡
❞✐✛✉s✐✈❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r✳
✷✳ P❛t❛♥❦❛r ✜♥✐t❡ ✈♦❧✉♠❡ s❝❤❡♠❡s
❚♦ ❞❡s✐❣♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡s✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② Th ❛ ♠❡s❤ ♦❢ Ω ❝♦♥st✐t✉✲
t❡❞ ♦❢ ❝❡❧❧s Ki :✏ rxi✁1④2, xi 1④2s✱ i ✏ 1, . . . , I✱ ♦❢ ❝❡♥tr♦✐❞ ci✱ ✇❤❡r❡ x1④2 :✏ 0
❛♥❞ xi 1④2 :✏ xi✁1④2   hi✱ ❛♥❞ s❡t hr ❛s t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t✇♦
❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❝❡❧❧s✱ t❤❛t ✐s hr :✏
hi
hi 1
✱ i ✏ 1, 3, . . . , I ✁ 1 ✭❝❢✳ ❋✐❣✳ ✶✮✳
hi
x 1
2
≡ 0
K1
b
c1
x 3
2
xi− 1
2
Ki
b
ci
xi+ 1
2
xI− 1
2
KI
b
cI
xI+ 1
2
≡ 1
❋✐❣✉r❡ ✶✿ ▼❡s❤✱ ❝❡❧❧s ❛♥❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♥♦t❛t✐♦♥s
■♥ t❤❡ ✜♥✐t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❝♦♥t❡①t✱ ui ❞❡♥♦t❡s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥
✈❛❧✉❡ ♦✈❡r ❝❡❧❧ Ki✱ t❤❛t ✐s ui ✓
1
hi
➺
Ki
u♣xq ❞x✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥❝②✱
✇❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ P❛t❛♥❦❛r s❝❤❡♠❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ Ki✱ i ✏ 1, . . . , I✱ ✐s ❣✐✈❡♥
✸
❜②
✁
✑
F
P
❞,i  1
2
♣ui, ui 1q ✁ F
P
❞,i✁ 1
2
♣ui✁1, uiq
✙
 
✑
F
P
❝,i  1
2
♣ui, ui 1q ✁ F
P
❝,i✁ 1
2
♣ui✁1, uiq
✙
✏ hifi, ✭✶✮
✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡ ✢✉①❡s ✇r✐t❡
F
P
❞,i  1
2
♣ui, ui 1q :✏ a♣xi  1
2
q
2♣ui 1 ✁ uiq
♣hi   hi 1q
, ✭✷✮
F
P
❝,i  1
2
♣ui, ui 1q :✏ rv♣xi  1
2
qs ui   rv♣xi  1
2
qs✁ui 1, ✭✸✮
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❡t h0 :✏ 0✱ hI 1 :✏ 0✱ u0 :✏ u❧❢✱ uI 1 :✏ ur❣✱ ❛♥❞
✉s❡❞ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ rαs  :✏ α ⑤α⑤
2
✱ ❛♥❞ rαs✁ :✏ α✁⑤α⑤
2
✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ fi ❞❡♥♦t❡s ❛♥
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ f ♦✈❡r ❝❡❧❧ Ki✱ t❤❛t ✐s fi ✓
1
hi
➺
Ki
f ❞x✳
❊q✉❛t✐♦♥s ✭✶✮✱ ✭✷✮✱ ✭✸✮ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠
APU ✏ F   FD,
✇✐t❤ U :✏ ♣u1, . . . , uIq
t P RI t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ✈❛❧✉❡s✱ AP ❛♥ ▼✲♠❛tr✐①✱ F :✏
♣h1f1, . . . , hIfIq
t P RI t❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠✱ ❛♥❞
FD :✏
✁✦2a♣0q
h1
  rv♣0qs 
✮
u❧❢, 0, . . . , 0,
✦2a♣1q
hI
  rv♣1qs✁
✮
ur❣
✠t
P RI
t❤❡ ✈❡❝t♦r ❝♦❧❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡r✐✈✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❜♦✉♥❞❛r②
❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❘❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡ ✜♥✐t❡ ✈♦❧✉♠❡ s❝❤❡♠❡ ✐s ♥♦t ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡
✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t s❝❤❡♠❡ ♦r ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦♥❡ ❢♦r ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ ♠❡s❤❡s✳
✸✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ✭P❘❖✮
❚❤❡ ♠❛✐♥ t♦♦❧ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ✈❡r② ❤✐❣❤✲♦r❞❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✐s ❛ ❝✉t❡ ♣♦❧②✲
♥♦♠✐❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✱ ✇❡ s❤❛❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r t❤r❡❡ ❦✐♥❞s ♦❢ r❡✲
❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ Ki✱ i ✏ 1, . . . , I✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② ν♣iq t❤❡ st❡♥❝✐❧
❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❝❡❧❧ Ki s✉❝❤ t❤❛t i ❘ ν♣iq✱ ✐✳❡✳ ❛ s❡t ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❝❡❧❧s✱ ❛♥❞
❜② ui♣x; ν♣iq, dq P Pd t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦♥ ❝❡❧❧ Ki ♦❢ ❞❡❣r❡❡ d
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ st❡♥❝✐❧ ν♣iq✳
■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✇❡ ❜✉✐❧❞ t❤❡ st❡♥❝✐❧ ν♣iq ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❡❣r❡❡
d ✇❡ s❤❛❧❧ r❡❝♦♥str✉❝t ♣✐❝❦✐♥❣ ✉♣ t❤❡ ♥❡❛r❡st d  1 ❝❡❧❧s t♦ Ki✳ ❆ ❞✐✣❝✉❧t②
❛r✐s❡s ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❝❡❧❧s ✇❤✐❝❤ s❤❛r❡ ❛ ♣♦✐♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❚❤❡
t❤r❡❡ ♣r♦♣♦s❡❞ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ✈❛r② ✐♥ t❤❡ ♠❛♥♥❡r t❤❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳
✹
✸✳✶✳ ❉❡s✐❣♥ ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣ui♣x; ν♣iq, dq
❋♦r ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ Ki✱ i ✏ 1, . . . , I✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✇❡
s❦✐♣ t❤❡ ν♣iq r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t②✮
♣ui♣x; dq :✏ ui   d➳
α✏1
♣Riα ✒♣x✁ ciqα ✁ 1hi
➺
Ki
♣x✁ ciq
α❞x
✚
,
✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣Riα✱ α ✏ 1, . . . , d✱ ❛r❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❡rs ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧
♣E ✁ ♣Riα✠ :✏ ➳
jPν♣iq
✓
1
hj
➺
Kj
♣ui♣x; dq ❞x✁ uj
✛2
, i ✏ 1, . . . , I.
❆s ✇❡ s❤❛❧❧ s❡❡✱ s✉❝❤ ❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s ✇❡❧❧✲❛❞❛♣t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝
♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r✳
✸✳✷✳ ❉❡s✐❣♥ ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ rui♣x; ν♣iq, dq
❋♦r ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ Ki✱ i ✏ 2, . . . , I ✁ i✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥
t❤❛♥ ❛❜♦✈❡ s❡tt✐♥❣ rRiα :✏ ♣Riα ✇✐t❤
rui♣x; dq :✏ ui   d➳
α✏1
rRiα ✒♣x✁ ciqα ✁ 1hi
➺
Ki
♣x✁ ciq
α❞x
✚
.
❚♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r i ✏ 1✱ ✇❡ s❧✐❣❤t❧②
♠♦❞✐❢② t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥
rE ✁ rR1α✠ :✏ ♣ru1♣0q ✁ u❧❢q2   ➳
jPν♣0q
✓
1
hj
➺
Kj
ru1♣x; dq ❞x✁ uj
✛2
,
✇❤❡r❡ ✇❡ s❡t ν♣0q :✏ ν♣1q✁t❧❛st ❝❡❧❧ ♦❢ ν♣1q✉✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡
t❤❡ ❧❛st ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧
rE ✁ rRIα✠ :✏ ➳
jPν♣I 1q
✓
1
hj
➺
Kj
ruI♣x; dq ❞x✁ uj
✛2
  ♣ruI♣1q ✁ ur❣q2 ,
✇❤❡r❡ ♥♦✇ ✇❡ s❡t ν♣I   1q :✏ ν♣Iq ✁ t✜rst ❝❡❧❧ ♦❢ ν♣Iq✉✳ ❲❡ s❤❛❧❧ s❡❡ ✐♥
t❤❡ s❡q✉❡❧ t❤❛t t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s ✇❡❧❧✲❛❞❛♣t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡❧❧✐♣t✐❝ ♣❛rt ♦❢ t❤❡
❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r✳
✺
✸✳✸✳ ❉❡s✐❣♥ ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ qui♣x; ν♣iq, dq
❲❡ ✜rst ❞❡✜♥❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ qui♣x; dq :✏ ♣ui♣x; dq ❢♦r i ✏ 1, . . . , I ❛♥❞
❛❞❞ t✇♦ ♥❡✇ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r i ✏ 0 ❛♥❞ i ✏ I   1✳ ❋♦r i ✏ 0✱ ✇❡
s❡t qu0♣x; dq :✏ u❧❢   d➳
α✏1
qR0α♣x✁ 0qα,
✇❤❡r❡ ✇❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧
qE ✁ qRiα✠ :✏ ➳
jPν♣0q
✓
1
hj
➺
Kj
qu0♣x; dq ❞x✁ uj
✛2
.
■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ ✇❡ s❡t
quI 1♣x; dq :✏ ur❣   d➳
α✏1
qRI 1α ♣x✁ 1qα,
✇❤❡r❡ ♥♦✇ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧
qE ✁ qRI 1α ✠ :✏ ➳
jPν♣I 1q
✓
1
hj
➺
Kj
quI 1♣x; dq ❞x✁ uj
✛2
✭ν♣0q ❛♥❞ ν♣I   1q ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ s❡ts ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s✉❜s❡❝t✐♦♥✮✳
✹✳ ❋✐♥✐t❡ ✈♦❧✉♠❡ s❝❤❡♠❡s
❚❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ✜♥✐t❡ ✈♦❧✉♠❡ s❝❤❡♠❡s ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❘❡✲
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❖♣❡r❛t♦r ✭P❘❖✲❋❱✲s❝❤❡♠❡✮✳ ❚❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡
✢✉①❡s ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♣♦✐♥ts ✇r✐t❡
F❞,i  1
2
♣ui, ui 1q :✏ a♣xi  1
2
q
u
✶
i♣xi  1
2
; dq   u✶i 1♣xi  1
2
; dq
2
❛♥❞
F❝,i  1
2
♣ui, ui 1q :✏ rv♣xi  1
2
qs ui♣xi  1
2
; dq   rv♣xi  1
2
qs✁ui 1♣xi  1
2
; dq,
i ✏ 1, . . . , I ✁ 1✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇❤❡r❡ u ♠❡❛♥s qu ♦r ru ♦r ♣u✳
◆✉♠❡r✐❝❛❧ ✢✉① ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❤❛s t♦ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢♦r i ✏ 0 ❛♥❞ i ✏ I   1 ✇❤❡♥ ♥❡❝❡ss❛r②✳ ❋♦r t❤❡
❝♦♥✈❡❝t✐✈❡ ✢✉①✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♣u0 ✑ ru0 :✏ u❧❢ ❛♥❞ ♣uI 1 ✑ ruI 1 :✏ ur❣
✇❤❡♥ ❡♠♣❧♦②✐♥❣ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ♣u ♦r ru r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋♦r t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ✢✉①
✻
✇❡ s❡t ru0 :✏ ru1 ❛♥❞ ruI :✏ ruI 1✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ r❡♠❛r❦ t❤❛t ♥♦t❛t✐♦♥sru0 ❛♥❞ ruI 1 ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡❛♥✐♥❣s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡ ✢✉① ♦r
t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ✢✉①✳
❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢✉①❡s✱
✇❡ ♥♦✇ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤r❡❡ ❛✣♥❡ ♦♣❡r❛t♦rs U Ñ Gα♣U ; u❧❢, ur❣, f, dq✱ α ✏ 1, 2, 3✱
❢r♦♠ RI ✐♥t♦ RI ❣✐✈❡♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❜② ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❜②✿
G1i ♣U ; u❧❢, ur❣, f, dq :✏ ✁
✑
F❞,i  1
2
♣qui, qui 1q ✁ F❞,i✁ 1
2
♣qui, qui 1q✙
 
✑
F❝,i  1
2
♣qui, qui 1q ✁ F❝,i✁ 1
2
♣qui, qui 1q✙✁ hifi, ✭✹✮
G2i ♣U ; u❧❢, ur❣, f, dq :✏ ✁
✑
F❞,i  1
2
♣rui, rui 1q ✁ F❞,i✁ 1
2
♣rui, rui 1q✙
 
✑
F❝,i  1
2
♣rui, rui 1q ✁ F❝,i✁ 1
2
♣rui, rui 1q✙✁ hifi, ✭✺✮
G3i ♣U ; u❧❢, ur❣, f, dq :✏ ✁
✑
F❞,i  1
2
♣rui, rui 1q ✁ F❞,i✁ 1
2
♣rui, rui 1q✙
 
✑
F❝,i  1
2
♣♣ui, ♣ui 1q ✁ F❝,i✁ 1
2
♣♣ui, ♣ui 1q✙✁ hifi. ✭✻✮
■t r❡s✉❧ts t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ s②st❡♠ ✭✹✮✱ ✭✺✮ ♦r ✭✻✮ ✐s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥
U ♦❢ t❤❡ ❛✣♥❡ ♣r♦❜❧❡♠
Gα♣U ; u❧❢, ur❣, f, dq ✏ ♣0, . . . , 0q
t.
❘❡♠❛r❦ ✶✳ ❚♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❡ r❡❝❛st t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s
❛ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ Ax ✏ b✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡ ✜rst ❞❡✲
t❡r♠✐♥❡ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ t❡r♠ s❡tt✐♥❣ b :✏ Gα♣0; u❧❢, ur❣, f, dq✳ ❲❡ t❤❡♥
❞❡t❡r♠✐♥❡ ❝♦❧✉♠♥ Ai ✇✐t❤ Ai :✏ G
α♣ei; u❧❢, ur❣, f, dq ✁ b✱ ei ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❝❛♥♦♥✲
✐❝❛❧ ✈❡❝t♦r✱ i ✏ 1, . . . , I✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ❡♠♣❧♦② ❛ ❞✐r❡❝t
♠❡t❤♦❞ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ♥✉♠✲
❜❡r ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ k♣Aq✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ ❧✐❦❡ ❑r②❧♦✈ ♠❡t❤♦❞ ✇✐❧❧
❜❡ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ❢♦r ❧❛r❣❡r s②st❡♠✳
✺✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ t❡sts
❚♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ s❝❤❡♠❡ ✇❡ ❞❡t❛✐❧
✜✈❡ t❡sts ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ s♣❡❝✐✜❝ ❛s♣❡❝t ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✿ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ str♦♥❣ P❡❝❧❡t ♥✉♠❜❡r✱ ♣✉r❡ ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡ ♦r ❞✐✛✉s✐✈❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱
r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ s❝❤❡♠❡ ✇✐t❤ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ ♠❡s❤❡s✱ ❛♥❞ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥
✇✐t❤ ♥♦♥✲❝♦♥st❛♥t ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ◆♦t❡ t❤❛t ◆❆ ♠❡❛♥s ✧♥♦t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✧ ✐♥ t❤❡
t❛❜❧❡s✳
✼
✺✳✶✳ ❊rr♦r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ⑥U⑥✽ ✏ max
i✏1,...,I
⑤ui⑤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ L
✽ ♥♦r♠ ♦❢ ✈❡❝t♦r
U ✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ ✐♥t❡♥t✐♦♥❛❧❧② ✉s❡ t❤❡ L✽ ♥♦r♠ s✐♥❝❡ ✇❡ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ r❡❣✉❧❛r
❢✉♥❝t✐♦♥s✳
❲❡ ✜rst ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ s❝❤❡♠❡s t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ r❛t❡
♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❋♦r t❤❡ P❛t❛♥❦❛r
s❝❤❡♠❡✱ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❡rr♦r ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②
EC♣Uq :✏ ⑥A
PU ✁ F ✁ FD⑥✽,
✇❤✐❧❡ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❡rr♦r ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ s❝❤❡♠❡s Gα✱ α ✏
1, 2, 3✱ ❜②
EC♣Uq :✏
✎✎✎Gα♣U ; u❧❢, ur❣, f, dq✎✎✎
✽
,
✇❤❡r❡
U :✏ ♣u1, . . . , uIq, ui :✏
1
hi
➺
Ki
u dx,
❛r❡ t❤❡ ❡①❛❝t ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣r♦❜❧❡♠✳
❚❤❡ ❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐t❤
L✽ ♥♦r♠✱ ♥❛♠❡❧②
E0 :✏
I
max
i✏1
⑤ui ✁ ui⑤.
◆♦t❡ t❤❛t E0 ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❜✉t ♦♥ t❤❡
♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s✳
❙✐♥❝❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ✢✉① ✉s❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ E1 ❛s
t❤❡ L✽ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✳ ❋♦r t❤❡ Gα s❝❤❡♠❡s✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ s❡tt✐♥❣
E1♣uq :✏
I
max
i✏1
✦✞✞✞u✶i♣xi✁ 1
2
q ✁ u✶♣xi✁ 1
2
q
✞✞✞, ✞✞✞u✶i♣xi  1
2
q ✁ u✶♣xi  1
2
q
✞✞✞✮.
❲✐t❤ s✉❝❤ ❛ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ✇❡ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✇✐t❤ E1♣quq
❛♥❞ E1♣ruq ❢♦r s❝❤❡♠❡ G1 ❛♥❞ G2 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋♦r t❤❡ t❤✐r❞ s❝❤❡♠❡✱ ✇❡
✉s❡ E1♣ruq s✐♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡
tr✉❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② ✐♥✈♦❧✈❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ru✳ ❋♦r t❤❡
P❛t❛♥❦❛r s❝❤❡♠❡✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✉s✐♥❣ t❤❡
❞✐✈✐❞❡❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳
✽
✺✳✷✳ ❊①❛♠♣❧❡ ✶
■♥ t❤❡ ✜rst t❡st✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✈❡r② s✐♠♣❧❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠
✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s❡tt✐♥❣ a ✏ 1✱ v ✏ 1 ❛♥❞
u❧❢ ✏ 1✱ ur❣ ✏ ❡ ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✇❤✐❧❡ f ✏ 0✳ ❚❤❡ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ✐s
u♣xq ✏ exp♣xq✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ♦♥ ✉♥✐❢♦r♠ ♠❡s❤❡s ✭hr ✏ 1✮
♦❢ I ❝❡❧❧s ✇✐t❤ I ✏ 10, 20, 40, 80 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❲❡ ♣❧♦t ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷ t❤❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝✉r✈❡s ❢♦r t❤❡ G3 s❝❤❡♠❡ ✇❤✐❧❡ ✇❡ ❞✐s♣❧❛② ✐♥ ❚❛❜❧❡s ✶✱ ✷✱ ❛♥❞
✸ t❤❡ ❡rr♦rs EC✱ E0✱ ❛♥❞ E1 ✇✐t❤ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ❢♦r t❤❡
t❤r❡❡ s❝❤❡♠❡s✳
• ❚❤❡ G1 s❝❤❡♠❡
✕ ❊rr♦r EC✳ ❆❧❧ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♦♣t✐♠❛❧
♦r❞❡r d✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦t ❡①♣❡❝t ❛ d 1 ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ s✐♥❝❡
♦♥❧② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ✢✉① ❡①♣r❡s✲
s✐♦♥✳
✕ ❊rr♦r E0✳ ❋♦r t❤❡ P1✱ P3✱ ❛♥❞ P5 r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❛r❡ ❝❧♦s❡
t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♦r❞❡r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✇✐t❤ ✷✱ ✹✱ ❛♥❞ ✻ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱
✇❤❡r❡❛s ✇❡ ❞♦ ♥♦t r❡❛❝❤ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♦♣t✐♠❛❧ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞
♦❜s❡r✈❡ ❛♥ ❛❝❝✉r❛❝② ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ❢♦r t❤❡ P2 ❛♥❞ P4 r❡❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥s✳
✕ ❊rr♦r E1✳ ❆❧❧ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♦r❞❡r
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✳
✕ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ r❡✲
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦r❞❡r ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❡❧❧s✳
• ❚❤❡ G2 s❝❤❡♠❡
✕ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❝❛s❡ G1✳ ❲❡ ❥✉st
r❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡ P1 ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
r❛t❡✳
✕ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ♠❛tr✐❝❡s ❞❡r✐✈✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡G2 s❝❤❡♠❡
❛r❡ s❧✐❣❤t❧② ❤✐❣❤❡r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ G1 s❝❤❡♠❡✳
• ❚❤❡ G3 s❝❤❡♠❡
✕ ❲❡ ♦❜t❛✐♥ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts ✇✐t❤ t❤❡ G1 s❝❤❡♠❡ ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❡ ❛
❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ P1 r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳
✕ ▼❛tr✐❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ G2✳
✾
✕ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ❧✐♥❡❛r ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❝❧❡❛r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡s✳
❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❚❤❡ G3 s❝❤❡♠❡✿ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝✉r✈❡s ♦❢ E0 ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ E1 ✭r✐❣❤t✮✳
✺✳✸✳ ❊①❛♠♣❧❡ ✷
❲❡ ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s✐♠✐❧❛r ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡
P❡❝❧❡t ♥✉♠❜❡r s❡tt✐♥❣ a ✏ 1 ❛♥❞ v ✏ 10000 ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥s ❛s ❊①❛♠♣❧❡ ✶ ❛♥❞ ✉♥✐❢♦r♠ ♠❡s❤❡s✳ ❲❡ s❡t f♣xq ✏ 9999 exp♣xq ✐♥
♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ ❛❣❛✐♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ u♣xq ✏ exp♣xq✳
❲❡ ❣✐✈❡ ✐♥ ❚❛❜❧❡s ✹ ❛♥❞ ✺ t❤❡ ❡rr♦rs EC✱ E0✱ ❛♥❞ E1 ✇✐t❤ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ❢♦r t❤❡ t✇♦ s❝❤❡♠❡s G2 ❛♥❞ G3✳ ❈❧❡❛r❧②✱ t❤❡ P❛t❛♥❦❛r
s❝❤❡♠❡ ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❣♦♦❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❤✐❧❡ t❤❡ P❘❖✲s❝❤❡♠❡s ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡
❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦r❞❡r✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡
t❡r♠ ✐♥ t❤❡ P❛t❛♥❦❛r s❝❤❡♠❡ ✐s ♠❛✐♥❧② r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ❞✐s❝r❡♣❛♥❝②
❛♥❞ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ▼❯❙❈▲ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✉♣ t♦ ❛ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♦♥❡✳
✺✳✹✳ ❊①❛♠♣❧❡ ✸
■♥ t❤❡ t❤✐r❞ t❡st✱ ✇❡ s✐♠✉❧❛t❡ ❛ ♣✉r❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦♥ ✉♥✐❢♦r♠
♠❡s❤❡s s❡tt✐♥❣ a ✏ 0✱ v ✏ 1✱ f♣xq ✏ exp♣xq✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
u❧❢ ✏ 1✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♦✉t✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ur❣ ✏ ❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞✳
◆❡r✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♦♣❡r❛t♦r G2✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ❉✐r✐❝❤❧❡t
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛t x ✏ 1 ❛♥❞ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ r✐❣❤t ♦✉t✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ur❣ ✏ ❡
❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ s❝❤❡♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦♥ t❤❡
❡①tr❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❛❧s♦ t❡st t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡
♦✉t✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s❡tt✐♥❣ ur❣ ✏ 100✳
❚❛❜❧❡ ✻ s❤♦✇s t❤❡ EC ❛♥❞ E0 ❡rr♦rs ✇✐t❤ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡
❢♦r s❝❤❡♠❡s G2 ❛♥❞ G3 ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡①tr❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ur❣ ✏ ❡ ✇❤✐❧❡ ❚❛❜❧❡ ✼
✶✵
♣r❡s❡♥ts t❤❛t ❡rr♦rs ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ t✇♦ s❝❤❡♠❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♦✉t✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
ur❣ ✏ 100✳ ❈❧❡❛r❧②✱ s❝❤❡♠❡ G
2 ♣r♦✈✐❞❡s ✇r♦♥❣ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❝❛s❡
s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡ ✢✉① ✉s❡s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡
t❤❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❙✉❝❤ ❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ♠❛❦❡ s❡♥s❡ ❢♦r t❤❡
❝♦♥✈❡❝t✐✈❡ ✢✉① ❢♦r ♦✉t❣♦✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❙❝❤❡♠❡ G3 ✐s ♠♦r❡ r❡❧❡✈❛♥t ❜❡❝❛✉s❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♣ui ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛
❣♦♦❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ❡✈❡♥ ✇✐t❤ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♦✉t✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳
✺✳✺✳ ❊①❛♠♣❧❡ ✹
❲❡ ❛❞❞r❡ss ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t t❡st t❤❡ s❝❤❡♠❡ r♦❜✉st♥❡ss ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ r❡✲
s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠❡s❤ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ❢♦r♠ ❢❛❝t♦r✳ ❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s✐♠♣❧❡
❝♦♥✈❡❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ P❡❂✶ ❛s ❊①❛♠♣❧❡ ✶ ❛♥❞ P❡❂✶✵✵✵✵ ❛s ❊①✲
❛♠♣❧❡ ✷ ❜✉t ✉s✐♥❣ ✐rr❡❣✉❧❛r ♠❡s❤❡s ✇✐t❤ hr ✏ 20✳
❚❛❜❧❡ ✽ ❣✐✈❡s t❤❡ E0 ❛♥❞ E1 ❡rr♦rs ❛♥❞ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡s
✇✐t❤ P❡❂✶✱ ✇❤✐❧❡ ❚❛❜❧❡ ✾ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ s❛♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❢♦r P❡❂✶✵✵✵✵✳
❲❡ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ✈❡r② ❣♦♦❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦r❞❡r ❢♦r t❤❡ P3 ❛♥❞ P5 r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s
✇✐t❤ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ❜♦t❤ ❢♦r s♠❛❧❧ ❛♥❞ ❧❛r❣❡ P❡❝❧❡t ♥✉♠❜❡rs✳
✺✳✻✳ ❊①❛♠♣❧❡ ✺
❚❤❡ ❧❛st ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤
♥♦♥✲❝♦♥st❛♥t ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❲❡ ♦♥❧② tr❡❛t t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r
❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t② s❡tt✐♥❣ a♣xq ✏
1
3  2 cos♣2pixq
❛♥❞ v ✏ 0 ✇✐t❤ t❤❡
r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ t❡r♠ f♣xq ✏ 1 ❛♥❞ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s u❧❢ ✏ 0 ❛♥❞
ur❣ ✏ 10✳
❚❛❜❧❡s ✶✵ ❛♥❞ ✶✶ ❣✐✈❡ t❤❡ E0 ❡rr♦r ❛♥❞ ✐ts r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡s
✉s✐♥❣ ✉♥✐❢♦r♠ ♠❡s❤❡s ❛♥❞ ♠❡s❤❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦r♠ ❢❛❝t♦r hr ✏ 20 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❲❡ ♣❧♦t t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝✉r✈❡s ♦❢ E0 ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸ ❢♦r t❤❡ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ ♠❡s❤✳
❚❤❡ P❛t❛♥❦❛r s❝❤❡♠❡ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♠❡t❤♦❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡❝✲
t✐✈❡ ♣❛rt ✐s r❡♠♦✈❡❞✳ ❚❤❡ G3 s❝❤❡♠❡ ❛❝❤✐❡✈❡s ✈❡r② ❣♦♦❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡
❜♦t❤ ❢♦r t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ ♠❡s❤❡s ❢♦r t❤❡ P3 ❛♥❞ P5 r❡❝♦♥✲
str✉❝t✐♦♥ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦r❞❡r ✐s r❡❞✉❝❡❞ ♦❢ ♦♥❡ ♦r❞❡r ❢♦r P2 ❛♥❞ P4✳
■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ ❡①♣❡❝t ❛ t❤✐r❞✲♦r❞❡r s❝❤❡♠❡ ❢♦r t❤❡ P2 ✇❤❡r❡❛s ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛♥
❡✛❡❝t✐✈❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r s❝❤❡♠❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡
❛ s✐♠✐❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦r ✇✐t❤ t❤❡ P4 ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳
✶✶
❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❘❡❣✉❧❛r ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❝❛s❡✿ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝✉r✈❡s ❢♦r E0 ❛♥❞ hr ✏ 20✳
✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❲❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ♥❡✇ ✜♥✐t❡ ✈♦❧✉♠❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❝♦♥✈❡❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ✈❡r② ❤✐❣❤✲♦r❞❡r ❛❝❝✉r❛❝②✳ ◆✉✲
♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡
♠❡t❤♦❞ t♦ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② r❡❛❝❤ t❤❡ s✐①t❤✲♦r❞❡r ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥s
❛r❡ ✉♥❞❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ t✇♦✲ ❛♥❞ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡ ✐s ♦❢ ❝♦✉rs❡
♦❢ ❝r✉❝✐❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✱ ❜✉t ✇❡ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ s❝❤❡♠❡s ❢♦r ❜♦t❤
❉✐r✐❝❤❧❡t ❛♥❞ ◆❡✉♠❛♥♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❆♥♦t❤❡r ❞✐✣❝✉❧t② ❝♦♥❝❡r♥s
t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ st❛❜✐❧✐t② ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ r♦✉❣❤ ❞❛t❛✳ ❆ str❛t❡❣② ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ ▼❖❖❉ ♠❡t❤♦❞ ✭❬✻✱ ✼❪✮ ✐s ❝✉rr❡♥t❧② ❜❡✐♥❣ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳
❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts✿ ❚❤✐s r❡s❡❛r❝❤ ✇❛s ✜♥❛♥❝❡❞ ❜② ❋❊❉❊❘ ❋✉♥❞s t❤r♦✉❣❤
Pr♦❣r❛♠❛ ❖♣❡r❛❝✐♦♥❛❧ ❋❛❝t♦r❡s ❞❡ ❈♦♠♣❡t✐t✐✈✐❞❛❞❡ ✖ ❈❖▼P❊❚❊ ❛♥❞ ❜②
P♦rt✉❣✉❡s❡ ❋✉♥❞s t❤r♦✉❣❤ ❋❈❚ ✖ ❋✉♥❞❛çã♦ ♣❛r❛ ❛ ❈✐ê♥❝✐❛ ❡ ❛ ❚❡❝♥♦❧♦❣✐❛✱
✇✐t❤✐♥ t❤❡ Pr♦❥❡❝t P❊st✲❈✴▼❆❚✴❯■✵✵✶✸✴✷✵✶✶✳
✼✳ ❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②
❘❡❢❡r❡♥❝❡s
❬✶❪ ❋✳ ❇r❡③③✐✱ ❑✳ ▲✐♣♥✐❦♦✈✱ ❛♥❞ ▼✳ ❙❤❛s❤❦♦✈✱ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ▼✐♠❡t✐❝ ❋✐♥✐t❡ ❉✐✛❡r❡♥❝❡
▼❡t❤♦❞s ❢♦r ❉✐✛✉s✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠s ♦♥ P♦❧②❤❡❞r❛❧ ▼❡s❤❡s✱ ❙■❆▼ ❏✳ ◆✉♠✳ ❆♥❛❧ ✱ ✹✸
✭✷✵✵✺✮✱ ♣♣✳ ✶✽✼✷✕✶✽✾✻✳
❬✷❪ ❩✳ ❈❛✐✱ ❖♥ t❤❡ ✜♥✐t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞✱ ◆✉♠❡r✳ ▼❛t❤✳ ✺✽ ✭✶✾✾✶✮✱ ♣♣✳ ✼✶✸✕✼✸✺✳
❬✸❪ ❩✳ ❈❛✐✱ ❏✳ ▼❛♥❞❡❧✱ ❛♥❞ ❙✳ ▼❝ ❈♦r♠✐❝❦✱ ❚❤❡ ✜♥✐t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ❢♦r
❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦♥ ❣❡♥❡r❛❧ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s✱ ❙■❆▼ ❏✳ ◆✉♠❡r✳ ❆♥❛❧✳ ✷✽ ✭✷✮ ✭✶✾✾✶✮✱
♣♣✳ ✸✾✷✕✹✵✷✳
✶✷
❬✹❪ ❆✳ ❈❛♥❣✐❛♥✐ ❛♥❞ ●✳ ▼❛♥③✐♥✐✱ ❋❧✉① r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✐♥
♠✐♠❡t✐❝ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♠❡t❤♦❞s✱ ❈♦♠♣✉t❡r ▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞
❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✶✾✼ ✭✾✲✶✷✮ ✭✷✵✵✽✮✱ ♣♣✳ ✾✸✸✲✾✹✺✳
❬✺❪ ❩✳ ❈❤❡♥✱ ❋✐♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ t❤❡✐r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ✭✷✵✵✺✮✳
❬✻❪ ❙✳ ❈❧❛✐♥✱ ❙✳ ❉✐♦t✱ ❛♥❞ ❘✳ ▲♦✉❜èr❡✱ ❆ ❤✐❣❤✲♦r❞❡r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✜♥✐t❡ ✈♦❧✉♠❡ ♠❡t❤♦❞
❢♦r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠ ♦❢ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇s ✇✐t❤ ▼✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❖♣t✐♠❛❧ ❖r❞❡r
❉❡t❡❝t✐♦♥ ✭▼❖❖❉✮✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ P❤②s✐❝s✱ ✷✸✵ ✭✷✵✶✶✮✱ ♣♣✳ ✹✵✷✽✕✹✵✺✵✳
❬✼❪ ❙✳ ❈❧❛✐♥✱ ❙✳ ❉✐♦t✱ ❛♥❞ ❘✳ ▲♦✉❜èr❡✱ ▼✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❖♣t✐♠❛❧ ❖r❞❡r ❉❡t❡❝t✐♦♥
✭▼❖❖❉✮ ✖ ❆ ✈❡r② ❤✐❣❤✲♦r❞❡r ❋✐♥✐t❡ ❱♦❧✉♠❡ ❙❝❤❡♠❡ ❢♦r ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇s ♦♥
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✶✵ ✶✳✸❊ ✵✶ ✼✳✾❊ ✵✵ ◆❆ ✼✳✺❊✁✵✹ ◆❆ ✷✳✸❊✁✵✷ ◆❆
✷✵ ✷✳✺❊ ✵✶ ✶✳✶❊ ✵✵ ✷✳✾ ✶✳✶❊✁✵✹ ✷✳✽ ✻✳✶❊✁✵✸ ✶✳✾
✹✵ ✺✳✵❊ ✵✶ ✶✳✸❊✁✵✶ ✸✳✵ ✶✳✹❊✁✵✺ ✷✳✾ ✶✳✻❊✁✵✸ ✶✳✾
✽✵ ✶✳✵❊ ✵✷ ✶✳✼❊✁✵✷ ✸✳✵ ✶✳✽❊✁✵✻ ✸✳✵ ✹✳✵❊✁✵✹ ✷✳✵
P3♣5q
✶✵ ✷✳✶❊ ✵✶ ✷✳✾❊✁✵✶ ◆❆ ✷✳✹❊✁✵✺ ◆❆ ✹✳✾❊✁✵✹ ◆❆
✷✵ ✸✳✺❊ ✵✶ ✷✳✵❊✁✵✷ ✸✳✾ ✶✳✼❊✁✵✻ ✸✳✾ ✻✳✹❊✁✵✺ ✸✳✵
✹✵ ✻✳✸❊ ✵✶ ✶✳✸❊✁✵✸ ✸✳✾ ✶✳✶❊✁✵✼ ✸✳✾ ✽✳✵❊✁✵✻ ✸✳✵
✽✵ ✶✳✷❊ ✵✷ ✽✳✸❊✁✵✺ ✹✳✵ ✼✳✵❊✁✵✾ ✹✳✵ ✾✳✾❊✁✵✼ ✸✳✵
P4♣7q
✶✵ ✶✳✾❊ ✵✶ ✹✳✶❊✁✵✷ ◆❆ ✷✳✾❊✁✵✻ ◆❆ ✾✳✶❊✁✵✺ ◆❆
✷✵ ✸✳✷❊ ✵✶ ✶✳✺❊✁✵✸ ✹✳✽ ✶✳✶❊✁✵✼ ✹✳✽ ✻✳✸❊✁✵✻ ✸✳✾
✹✵ ✺✳✼❊ ✵✶ ✺✳✵❊✁✵✺ ✹✳✾ ✸✳✻❊✁✵✾ ✹✳✾ ✹✳✶❊✁✵✼ ✸✳✾
✽✵ ✶✳✶❊ ✵✷ ✶✳✻❊✁✵✻ ✺✳✵ ✶✳✷❊✁✶✵ ✹✳✾ ✷✳✼❊✁✵✽ ✹✳✵
P5♣7q
✶✵ ✽✳✻❊ ✵✶ ✶✳✻❊✁✵✸ ◆❆ ✶✳✵❊✁✵✼ ◆❆ ✷✳✵❊✁✵✻ ◆❆
✷✵ ✶✳✷❊ ✵✷ ✷✳✾❊✁✵✺ ✺✳✽ ✶✳✼❊✁✵✾ ✺✳✾ ✼✳✹❊✁✵✽ ✹✳✼
✹✵ ✶✳✻❊ ✵✷ ✹✳✽❊✁✵✼ ✺✳✾ ✷✳✼❊✁✶✶ ✺✳✾ ✷✳✺❊✁✵✾ ✹✳✾
✽✵ ✷✳✶❊ ✵✷ ✽✳✶❊✁✵✾ ✺✳✾ ✸✳✾❊✁✶✸ ✻✳✶ ✻✳✺❊✁✶✶ ✺✳✷
✶✼
❚❛❜❧❡ ✺✿ ❊①❛♠♣❧❡ ✷ ✖ u♣xq ✏ exp♣xq✱ a♣xq ✏ 1✱ v ✏ 10000✱ u❧❢ ✏ 1✱ ur❣ ✏ ❡✱ hr ✏ 1✱ G
3
I k♣Aq EC E0 E1
❡rr ♦r❞ ❡rr ♦r❞ ❡rr ♦r❞
P❛t❛♥❦❛r
✶✵ ✶✳✸❊ ✵✶ ✺✳✸❊ ✵✷ ◆❆ ✶✳✸❊✁✵✶ ◆❆ ✷✳✼❊ ✵✵ ◆❆
✷✵ ✷✳✻❊ ✵✶ ✷✳✻❊ ✵✷ ✶✳✵ ✻✳✻❊✁✵✷ ✶✳✵ ✷✳✼❊ ✵✵ ✵✳✵
✹✵ ✺✳✷❊ ✵✶ ✶✳✸❊ ✵✷ ✶✳✵ ✸✳✸❊✁✵✷ ✶✳✵ ✷✳✼❊ ✵✵ ✵✳✵
✽✵ ✶✳✵❊ ✵✷ ✻✳✸❊ ✵✶ ✶✳✵ ✶✳✼❊✁✵✷ ✶✳✵ ✷✳✼❊ ✵✵ ✵✳✵
P1♣3q
✶✵ ✶✳✸❊ ✵✶ ✶✳✶❊ ✵✷ ◆❆ ✻✳✹❊✁✵✸ ◆❆ ✶✳✻❊✁✵✶ ◆❆
✷✵ ✷✳✻❊ ✵✶ ✷✳✾❊ ✵✶ ✶✳✾ ✶✳✽❊✁✵✸ ✶✳✽ ✽✳✺❊✁✵✷ ✵✳✾
✹✵ ✺✳✶❊ ✵✶ ✼✳✺❊ ✵✵ ✷✳✵ ✹✳✽❊✁✵✹ ✶✳✾ ✹✳✹❊✁✵✷ ✶✳✵
✽✵ ✶✳✵❊ ✵✷ ✶✳✾❊ ✵✵ ✷✳✵ ✶✳✷❊✁✵✹ ✷✳✵ ✷✳✷❊✁✵✷ ✶✳✵
P2♣5q
✶✵ ✶✳✸❊ ✵✶ ✶✳✽❊ ✵✶ ◆❆ ✶✳✻❊✁✵✸ ◆❆ ✷✳✹❊✁✵✷ ◆❆
✷✵ ✷✳✺❊ ✵✶ ✷✳✹❊ ✵✵ ✷✳✾ ✷✳✵❊✁✵✹ ✸✳✵ ✻✳✸❊✁✵✸ ✶✳✾
✹✵ ✺✳✵❊ ✵✶ ✸✳✶❊✁✵✶ ✷✳✾ ✷✳✻❊✁✵✺ ✸✳✵ ✶✳✻❊✁✵✸ ✷✳✵
✽✵ ✶✳✵❊ ✵✷ ✹✳✵❊✁✵✷ ✸✳✵ ✸✳✸❊✁✵✻ ✸✳✵ ✹✳✶❊✁✵✹ ✷✳✵
P3♣5q
✶✵ ✶✳✽❊ ✵✶ ✶✳✶❊ ✵✵ ◆❆ ✼✳✷❊✁✵✺ ◆❆ ✽✳✷❊✁✵✹ ◆❆
✷✵ ✸✳✻❊ ✵✶ ✼✳✾❊✁✵✷ ✸✳✾ ✹✳✺❊✁✵✻ ✹✳✵ ✶✳✶❊✁✵✹ ✷✳✾
✹✵ ✼✳✷❊ ✵✶ ✺✳✷❊✁✵✸ ✸✳✾ ✷✳✽❊✁✵✼ ✹✳✵ ✶✳✺❊✁✵✺ ✷✳✾
✽✵ ✶✳✹❊ ✵✷ ✸✳✸❊✁✵✹ ✹✳✵ ✶✳✽❊✁✵✽ ✹✳✵ ✶✳✾❊✁✵✻ ✸✳✵
P4♣7q
✶✵ ✷✳✵❊ ✵✶ ✶✳✼❊✁✵✶ ◆❆ ✶✳✵❊✁✵✺ ◆❆ ✸✳✹❊✁✵✹ ◆❆
✷✵ ✸✳✾❊ ✵✶ ✻✳✵❊✁✵✸ ✹✳✽ ✸✳✶❊✁✵✼ ✺✳✶ ✷✳✶❊✁✵✺ ✹✳✵
✹✵ ✼✳✼❊ ✵✶ ✷✳✵❊✁✵✹ ✹✳✾ ✾✳✻❊✁✵✾ ✺✳✵ ✶✳✸❊✁✵✻ ✹✳✵
✽✵ ✶✳✺❊ ✵✷ ✻✳✺❊✁✵✻ ✺✳✵ ✸✳✵❊✁✶✵ ✺✳✵ ✽✳✷❊✁✵✽ ✹✳✵
P5♣7q
✶✵ ✹✳✶❊ ✵✶ ✼✳✸❊✁✵✸ ◆❆ ✸✳✶❊✁✵✼ ◆❆ ✺✳✸❊✁✵✻ ◆❆
✷✵ ✼✳✻❊ ✵✶ ✶✳✸❊✁✵✹ ✺✳✽ ✹✳✽❊✁✵✾ ✻✳✵ ✶✳✻❊✁✵✼ ✺✳✵
✹✵ ✶✳✺❊ ✵✷ ✷✳✷❊✁✵✻ ✺✳✾ ✼✳✸❊✁✶✶ ✻✳✵ ✹✳✻❊✁✵✾ ✺✳✶
✽✵ ✷✳✾❊ ✵✷ ✸✳✼❊✁✵✽ ✺✳✾ ✶✳✶❊✁✶✷ ✻✳✵ ✶✳✹❊✁✶✵ ✺✳✵
✶✽
❚❛❜❧❡ ✻✿ ❊①❛♠♣❧❡ ✸ ✖ f♣xq ✏ exp♣xq✱ a♣xq ✏ 0✱
v ✏ 1✱ u❧❢ ✏ 1 ♣ur❣ ✏ ❡q✱ hr ✏ 1✱ P3♣5q
I EC E0
❡rr ♦r❞ ❡rr ♦r❞
G2
✶✵ ✷✳✾❊✁✵✺ ◆❆ ✷✳✹❊✁✵✺ ◆❆
✷✵ ✷✳✵❊✁✵✻ ✸✳✾ ✶✳✼❊✁✵✻ ✸✳✽
✹✵ ✶✳✸❊✁✵✼ ✸✳✾ ✶✳✶❊✁✵✼ ✸✳✾
✽✵ ✽✳✺❊✁✵✾ ✹✳✵ ✼✳✶❊✁✵✾ ✹✳✵
G3
✶✵ ✶✳✶❊✁✵✹ ◆❆ ✼✳✷❊✁✵✺ ◆❆
✷✵ ✼✳✾❊✁✵✻ ✸✳✾ ✹✳✺❊✁✵✻ ✹✳✵
✹✵ ✺✳✷❊✁✵✼ ✸✳✾ ✷✳✽❊✁✵✼ ✹✳✵
✽✵ ✸✳✸❊✁✵✽ ✹✳✵ ✶✳✽❊✁✵✽ ✹✳✵
❚❛❜❧❡ ✼✿ ❊①❛♠♣❧❡ ✸ ✖ f♣xq ✏ exp♣xq✱ a♣xq ✏ 0✱
v ✏ 1✱ u❧❢ ✏ 1 ♣ur❣ ✏ 100q✱ hr ✏ 1✱ P3♣5q
I EC E0
❡rr ♦r❞ ❡rr ♦r❞
G2
✶✵ ✽✳✶❊ ✵✶ ◆❆ ✶✳✼❊ ✵✷ ◆❆
✷✵ ✽✳✶❊ ✵✶ ✵✳✵ ✶✳✼❊ ✵✷ ✵✳✵
✹✵ ✽✳✶❊ ✵✶ ✵✳✵ ✶✳✼❊ ✵✷ ✵✳✵
✽✵ ✽✳✶❊ ✵✶ ✵✳✵ ✶✳✼❊ ✵✷ ✵✳✵
G3
✶✵ ✶✳✶❊✁✵✹ ◆❆ ✼✳✷❊✁✵✺ ◆❆
✷✵ ✼✳✾❊✁✵✻ ✸✳✾ ✹✳✺❊✁✵✻ ✹✳✵
✹✵ ✺✳✷❊✁✵✼ ✸✳✾ ✷✳✽❊✁✵✼ ✹✳✵
✽✵ ✸✳✸❊✁✵✽ ✹✳✵ ✶✳✽❊✁✵✽ ✹✳✵
✶✾
❚❛❜❧❡ ✽✿ ❊①❛♠♣❧❡ ✹ ✖ u♣xq ✏ exp♣xq✱ a♣xq ✏ 1✱ v ✏ 1✱
u❧❢ ✏ 1 ♣ur❣ ✏ ❡q✱ hr ✏ 20✱ G
3
I E0 E1
❡rr ♦r❞ ❡rr ♦r❞
P❛t❛♥❦❛r
✶✵ ✾✳✻❊✁✵✸ ◆❆ ✶✳✻❊✁✵✶ ◆❆
✷✵ ✺✳✵❊✁✵✸ ✵✳✾ ✽✳✻❊✁✵✷ ✵✳✾
✹✵ ✷✳✺❊✁✵✸ ✶✳✵ ✹✳✹❊✁✵✷ ✶✳✵
✽✵ ✶✳✸❊✁✵✸ ✶✳✵ ✷✳✷❊✁✵✷ ✶✳✵
P3♣5q
✶✵ ✸✳✺❊✁✵✹ ◆❆ ✶✳✷❊✁✵✸ ◆❆
✷✵ ✹✳✺❊✁✵✺ ✷✳✾ ✶✳✻❊✁✵✹ ✷✳✾
✹✵ ✹✳✸❊✁✵✻ ✸✳✹ ✷✳✶❊✁✵✺ ✸✳✵
✽✵ ✸✳✺❊✁✵✼ ✸✳✻ ✷✳✻❊✁✵✻ ✸✳✵
P5♣7q
✶✵ ✽✳✺❊✁✵✼ ◆❆ ✷✳✺❊✁✵✻ ◆❆
✷✵ ✶✳✼❊✁✵✽ ✺✳✼ ✽✳✸❊✁✵✽ ✹✳✾
✹✵ ✸✳✵❊✁✶✵ ✺✳✽ ✷✳✽❊✁✵✾ ✹✳✾
✽✵ ✹✳✾❊✁✶✷ ✺✳✾ ✾✳✸❊✁✶✶ ✹✳✾
❚❛❜❧❡ ✾✿ ❊①❛♠♣❧❡ ✹ ✖ u♣xq ✏ exp♣xq✱ a♣xq ✏ 1✱ v ✏
10000✱ u❧❢ ✏ 1✱ ur❣ ✏ ❡✱ hr ✏ 20✱ G
3
I E0 E1
❡rr ♦r❞ ❡rr ♦r❞
P❛t❛♥❦❛r
✶✵ ✷✳✹❊✁✵✶ ◆❆ ✷✳✻❊ ✵✵ ◆❆
✷✵ ✶✳✷❊✁✵✶ ✶✳✵ ✷✳✻❊ ✵✵ ✵✳✵
✹✵ ✻✳✸❊✁✵✷ ✶✳✵ ✷✳✺❊ ✵✵ ✵✳✶
✽✵ ✸✳✷❊✁✵✷ ✶✳✵ ✷✳✺❊ ✵✵ ✵✳✵
P3♣5q
✶✵ ✸✳✷❊✁✵✺ ◆❆ ✶✳✻❊✁✵✸ ◆❆
✷✵ ✷✳✷❊✁✵✻ ✸✳✾ ✶✳✼❊✁✵✹ ✸✳✷
✹✵ ✶✳✹❊✁✵✼ ✸✳✾ ✷✳✶❊✁✵✺ ✸✳✶
✽✵ ✾✳✸❊✁✵✾ ✸✳✾ ✷✳✺❊✁✵✻ ✸✳✶
P5♣7q
✶✵ ✶✳✾❊✁✵✼ ◆❆ ✶✳✸❊✁✵✺ ◆❆
✷✵ ✷✳✻❊✁✵✾ ✻✳✷ ✸✳✹❊✁✵✼ ✺✳✷
✹✵ ✹✳✷❊✁✶✶ ✻✳✵ ✾✳✾❊✁✵✾ ✺✳✶
✽✵ ✻✳✽❊✁✶✸ ✻✳✵ ✸✳✵❊✁✶✵ ✺✳✵
✷✵
❚❛❜❧❡ ✶✵✿ ❊①❛♠♣❧❡ ✺ ✖ f♣xq ✏ 1✱
a♣xq ✏ 1
3 2 cos♣2pixq ✱ v ✏ 0✱ u❧❢ ✏ 0✱
ur❣ ✏ 10✱ hr ✏ 1✱ G
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I E0
❡rr ♦r❞
P❛t❛♥❦❛r
✶✵ ✹✳✹❊✁✵✷ ◆❆
✷✵ ✶✳✶❊✁✵✷ ✷✳✵
✹✵ ✷✳✽❊✁✵✸ ✷✳✵
✽✵ ✻✳✾❊✁✵✹ ✷✳✵
✶✻✵ ✶✳✼❊✁✵✹ ✷✳✵
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P2♣5q
✶✵ ✹✳✵❊✁✵✶ ◆❆
✷✵ ✹✳✾❊✁✵✷ ✸✳✵
✹✵ ✶✳✷❊✁✵✷ ✷✳✶
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✶✻✵ ✼✳✻❊✁✵✹ ✷✳✵
✸✷✵ ✷✳✵❊✁✵✹ ✷✳✵
P3♣5q
✶✵ ✹✳✹❊✁✵✷ ◆❆
✷✵ ✷✳✻❊✁✵✸ ✹✳✶
✹✵ ✶✳✶❊✁✵✹ ✹✳✺
✽✵ ✺✳✻❊✁✵✻ ✹✳✹
✶✻✵ ✸✳✸❊✁✵✼ ✹✳✶
✸✷✵ ✷✳✵❊✁✵✽ ✹✳✵
P4♣7q
✶✵ ✸✳✽❊✁✵✷ ◆❆
✷✵ ✶✳✹❊✁✵✸ ✹✳✽
✹✵ ✶✳✵❊✁✵✹ ✸✳✽
✽✵ ✻✳✼❊✁✵✻ ✸✳✾
✶✻✵ ✹✳✸❊✁✵✼ ✹✳✵
✸✷✵ ✷✳✼❊✁✵✽ ✹✳✵
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✶✵ ✸✳✹❊✁✵✸ ◆❆
✷✵ ✻✳✽❊✁✵✺ ✺✳✻
✹✵ ✽✳✻❊✁✵✼ ✻✳✸
✽✵ ✾✳✺❊✁✵✾ ✻✳✺
✶✻✵ ✶✳✷❊✁✶✵ ✻✳✸
✸✷✵ ✸✳✼❊✁✶✷ ✺✳✵
✷✶
❚❛❜❧❡ ✶✶✿ ❊①❛♠♣❧❡ ✺ ✖ f♣xq ✏ 1✱
a♣xq ✏ 1
3 2 cos♣2pixq ✱ v ✏ 0✱ u❧❢ ✏ 0✱
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✹✵ ✶✳✸❊✁✵✷ ✷✳✺
✽✵ ✷✳✹❊✁✵✸ ✷✳✺
✶✻✵ ✻✳✺❊✁✵✹ ✶✳✾
✸✷✵ ✶✳✼❊✁✵✹ ✶✳✾
P3♣5q
✶✵ ✷✳✼❊✁✵✶ ◆❆
✷✵ ✹✳✹❊✁✵✷ ✷✳✻
✹✵ ✸✳✶❊✁✵✸ ✸✳✽
✽✵ ✶✳✽❊✁✵✹ ✹✳✶
✶✻✵ ✶✳✵❊✁✵✺ ✹✳✶
✸✷✵ ✻✳✶❊✁✵✼ ✹✳✶
P4♣7q
✶✵ ✾✳✽❊✁✵✷ ◆❆
✷✵ ✶✳✾❊✁✵✸ ✺✳✼
✹✵ ✶✳✵❊✁✵✹ ✹✳✷
✽✵ ✻✳✶❊✁✵✻ ✹✳✶
✶✻✵ ✸✳✼❊✁✵✼ ✹✳✵
✸✷✵ ✷✳✸❊✁✵✽ ✹✳✵
P5♣7q
✶✵ ✶✳✷❊✁✵✷ ◆❆
✷✵ ✹✳✽❊✁✵✹ ✹✳✼
✹✵ ✼✳✸❊✁✵✻ ✻✳✵
✽✵ ✶✳✷❊✁✵✼ ✺✳✾
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✷✷
